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1 Introduction 

Soit u une fonction definie sur un domaine O inclus dans C ~ R 2 et a valeurs dans R. La 
fonctionnelle de Dirichlet 

.2 a„,2 



s[u] ■= L + 10 d ^ = L Wu?dxdv 



est un exemple bien connu de probleme variationnel invariant par transformation conforme. 
Ses points critiques sont les fonctions harmoniques, solutions de Pequation Au = et sont 
etroitement relies aux fonctions holomorphes, puisque u est harmonique si et seulement si x + 
iy i — * d x u — idyll est holomorphe. L'etude des surfaces minimales dans l'espace de dimension 3 
a conduit assez naturellement les mathematiciens a considerer la meme fonctionnelle pour des 
applications d'un domaine Q C C dans R 3 . En effet, pour toute application u : Q — ► M 3 , 
on a toujours £[u] > A[u], oil A est la fonctionnelle aire (rendue extremale pour les surfaces 
minimales), definie par 



A\u] 



du du 
dx dy 



dxdy. 



Et de plus, A[u] = £[u] si u est conforme. Or la fonctionnelle £ possede des proprietes de 
compacite bien meilleures que A. Cela a permis a J. Douglas et T. Rado en 1930 de resoudre 
le probleme de Plateau. Le succes de cette approche a ete confirme par les travaux de C.B. 
Morrey: on peut construire des surfaces minimales dans des varietes riemanniennes (jV, g) en 
cherchant les points critiques - appeles applications harmoniques - de 

f ( du 1 du? du 1 dui \ 

£[u] := J^(u) + -dy-^)^ 

qui generalise la fonctionnelle de Dirichlet classique donnee plus haut. On peut egalement 
modifier £[u] en y ajoutant un terme du type J" n u*uj, ou u> est une deux-forme definie sur TV et 
u*uj son image inverse par u. Si M est de dimension 3, on obtient ainsi une fonctionnelle dont la 
theorie variationnelle produit des surfaces a courbure moyenne prescrite (egale au rapport entre 
du et la forme de de volume riemannien sur Af) , cf [He] . 

Toutes ces actions sont des exemples de fonctionnelles invariantes par le groupe des trans- 
formations conformes de M 2 . Ce sont meme les seules possibles, lorsque l'on se restreint a des 
fonctionelles du type J n L(u,S/u)dxdy, en supposant que £ i— > L(u, £) est quadratique. 



L'interet de ce type de fonctionnelle est aujourd'hui bien etabli en physique mathematique, 
puisque la theorie des cordes et des supercordes est batie sur une quantification de £ et de 
ses generalisations supersymetriques. En particulier, comme il a ete montre A. M. Polyakov, 
l'energie £ s'avere etre plus appropriee que l'aire A pour le calcul d'integrales fonctionnelles. 

Notre but ici, est de decrire une classe generale de problemes variationnels en dimension 2 
qui sont invariants par le groupe des transformations conformes de C. 

Nous verrons en particulier qu'une geometrie, que nous appelons C-finslerienne, similaire a 
la geometrie finslerienne est associee de fagon naturelle a ces problemes. Essentiellement une 
metrique C-finslerienne est la donnee d'une application F : TM C — ► [0, oo[ homogene de degre 
deux sur chaque fibre, c'est a dire telle que F(y,Xz) = \X\ 2 F(y, z), My 6 M, Vz £ T y Af c et 
VA £ C. A travers une analyse succincte de cette geometrie, nous verrons qu'apparemment elle 
partage nombre de proprietes avec la geometrie finslerienne classique. 

Dans une deuxieme partie, nous nous interessons aux formulations hamiltoniennes pour les 
problemes invariants par transformations conformes. Rappelons qu'en calcul des variations a 
plusieurs variables, les possibilites sont multiples. Nous explorerons d'abord brievement le for- 
malisme de De Donder-Weyl, puis nous nous interesserons au formalisme de Caratheodory. Le 
lecteur un peu specialiste de cette theorie constatera que j'ai introduit un parametre supplementaire, 
note w (qui doit etre remplace par si on veut comparer ce qui est ecrit ici avec, par exem- 
ple, l'expose dans [Ru]). Cela a ete motive par le fait que l'analogue de la transformation de 
Legendre pour la theorie de Caratheodory est en general mal defini, sans ce degre de liberte 
supplementaire. Pour des developpements supplementaires concernant ces differents types de 
formalisme hamiltonien, voir [HK]. 

Remerciements Je tiens a remercier Joseph Kouneiher pour les discussions que j'ai eu avec lui 
sur ce sujet et ses encouragements. 

2 Caracterisation 
2.1 Etude locale 

Nous cherchons, parmi tous les lagrangiens L(t, u, du) continument differentiables, ceux qui sont 
tels que la fonctionnelle definie par 

C[u] = / Lit^u^du^dt 2 

est invariante par le groupe des transformations conformes de C~ M?. Au prealable, il faut 
rappeler le sens que nous donnons a cette notion d'invariance. Considerons une famille de 
diffeomorphismes locaux ^ s de R 2 , a un parametre s, qui forme un groupe pour la composition. 
^ s est le hot d'un champ de vecteurs X defini sur un ouvert de M. 2 contenant l'adherence de Q. 
Cela entraine en particulier que pour s proche de 0, on a 

* a (t)=t + 8X(t)+0( S ). (1) 

L'image par ^ s de O est un ouvert f2 s , different de f2 en general. Soit maintenant une application 
u de f2 vers W 1 : nous dirons qu'elle est transformee en u s si le graphe de u s est l'image du 
graphe de u par la transformation (t,y) i — > (^ s (t),y) agissant sur M 2 x W 1 . Done le domaine 
de definition de u s sera ft s = ^> S (Q), et u s satisfait a 



u s o^ s = u, Vs. (2) 
Nous dirons que la fonctionnelle C est invariante par X si et seulement si pour tout sous-domaine 

K] = 4>[«]. 

Une fagon d'ecrire cette relation est de faire le changement de variable t = *$> s (t), pour r £ cj 
dans l'integrale de gauche. Cela donne 



/ 



L (* a (r), u s (* s (t)), du s (^ s (r))) det(d^ s (r))dT = Cjpi}. 
Or, en derivant la relation @, on obtient: 

ck s (* s (r)).d* s (r) = d«(r), 

d'ou 

du s (# s (r)) =du(r).d* a (r)- 1 . 
Done, en utilisant cette relation et @, on obtient 

/ L(* s (r),«(r),du(r).d* s (r)- 1 )det(d* s (r))dT = £ a; M. (3) 

J U) 

Nous pouvons deduire une version infinitesimale de cette relation, en supposant que s est petit 
et en developpant au premier ordre: 

C w [u} = j L(t + sX(t),u(t),du(t).(l- sdX(t))) det(l + sdX(t))dt + o(s). 
Et comme cette relation doit etre valable pour tout u, necessairement, \/(t,y,z) G 0, x M n x 

)2 Tn>n\ 



L (i + sX(t),y, 2.(1 - sdX"(t))) (1 + sdivX(i)) = L(t, y, 2) + o(s). (4) 
De fagon equivalente: V(t,y,z) S x 1" x M(M 2 ,M n ), 

, , dL , OL , x dX^ , dX a 

X<*(t)—(t,y,z) - —(t,y,z)4 — (t) + L(t,y,z) — (t) = 0. (5) 

La question est de trouver les conditions sur L pour que cette relation soit vraie pour tout 
groupe a un parametre d'applications conformes En testant (||) avec, comme groupe de 
deformations les translations de M 2 , engendrees par les champs de vecteur constants, on obtient 
Jpr = partout, a savoir que L ne depend pas de t. Ainsi (|5|) se simplifie en 

M (y,z)zi-L(y,z)6%)—(t) = 0. (6) 

De maniere generale, chaque ^ s satisfait les equations de Cauchy-Riemann d t i^l — d t 2^ 2 s = 
d t 2^\ + d t i^ 2 s = 0, done, d' apres ([]]), X est aussi holomorphe, a savoir, 



dtiX 1 - d t 2X 2 = d^X 1 + d t iX 2 



0. 



Et L satisfait (||) pour tout champ de vecteur holomorphe si et seulement si 

2L(y,z) 



dL . , , dL . . ,• 
T {y,z)z{ + — J (y,z)z t 2 



dz\ 
dL 



dz 
dL 



Ay,z)z\ - —r{y,z)z\ 



(7) 



0. 



Nous pouvons exprimer la condition (f?|) de deux fagons differentes. Premierement, nous 
definissons le tenseur hamiltonien 

n (9?/* r)T 



i=l 



generalisant 1' hamiltonien ou l'energie totale associee a un probleme variationnel de dimension 
1. Et il est clair que (0) equivaut aux relations H\ + i?f = ^2 ~ ^i = 0> signifiant que le tenseur 
hamiltonien est symetrique et a trace nulle. 

Deuxiemement, en identifiant l'ensemble des variables {z % a /i = 1, ...,n;a = 1,2} avec C n , on 
peut definir le lagrangien comme une fonction F des variables (y, z) € W 1 x C n en notant 



Fixons y £ 



du du 
L(u,du) =F(-u, — + i— ). 

z\ + iz2 £ C n et differentions la fonction 



C 
A 



-> F(y,Xz) 

par rapport a A = a + ib. En utilisant (0), il vient 



dF(y,Xz) = \^{y,Xz)z\ + ^{y,Xz)z^\da + (J^(y,Xz)z[ - ^(y,Xz)z{\ db 

ada + bdb x d\X\ 2 
= 2L (y> Xz ) a 2 + b 2 = Az )^2~- 

d'ou 4r (|A|~ 2 F(y, Xz)) = 0, c'est a dire \X\~ 2 F(y, Xz) ne depend pas de A. Nous en deduisons 
le resultat suivant. 

Theoreme 1 L'action C[u] := J L{t,u{t),du{t))dt 1 dt 2 ' est invariante par transformations con- 
formes si et seulement si L(t, y 3 , z 3 a ) = F(y J , z{ + iz 3 2 ), ou F : R n x C n — ► R satisfait VA € C, 

F(y,Xz) = \X\ 2 F(y,z). (8) 



2.2 Lois de conservation 



L'action C etant en particulier invariante par translations, le theoreme de Noether permet de 
deduire que le tenseur hamiltonien est a divergence nulle: = 0, pour (3 = 1,2. Comme 

de plus Hp est symetrique a trace nulle, nous pouvons reformuler cette loi de conservation en 
introduisant la differentielle de Hopf generalisee Q := f(dz) 2 , avec 



{(Hi - Hi) - i(H\ + Hi)) 

( dL . . dv? dL , du j \ ( dL , dui dL . , dvP 



et en ecrivant que Q est holomorphe: 



df 

dz 



2.3 Un point de vue geometrique 

Nous pouvons aisement generaliser ce qui precede a des applications a valeurs dans une variete 
M. L'action f L(t, u, d±u, d2u)dt 1 dt 2 est invariante par transformation conforme si et seulement 
si L(t,u, d\u, &2u) = F(u,d\u + ifyu), ou F est cette fois une application definie sur le fibre 
tangent complexifie 

TM C = TM ® C = {{y, z)/yeM,ze T y M (g) C}, 

telle que VA G C, F(y, Xz) = |A| 2 F(y, z). 

En imitant la definition d'une variete de Finsler, nous sommes naturellement conduits a 
introduire ce qui suit: 

Definition 1 Une pseudo- variete C-finslerienne est une variete differentielle J\f munie d'une 
application F : TJ\f c — ► R satisfaisant la condition 

VAGC, F(y,Xz) = \X\ 2 F(y,z). 

Une variete C-finslerienne est une pseudo-variete C-finslerienne telle que F satisfait les condi- 
tions suivantes: F est deux fois differentiable sur TM C \ (TV x {0}) et il existe une constante 
c> 0, telle que V(y, z) G T/V c , \/v = v l + iv 2 G T y M c , 

d 2 F 

a ■ a A y,z)viv°p>c\v\ 2 . (9) 
oz l a dzi 

Les consequences de la "condition d'ellipticite" (^) seront donnees plus loin. Si Af est une variete 
C-finslerienne, pour toute surface de Riemann S et pour toute application u : S — ► J\f, nous 
pouvons definir son "energie" 

£[u] = j F(u,2du)da, 

ou, dans toute coordonnee locale holomorphe t = t^A-it 2 sur S, 2du = d\u+id2U et da = dt l /\dt 2 . 



Exemple 1 Toute variete riemannienne Af est une variete C-finslerienne. Si g est le tenseur 
metrique, la fonction F correspondante est juste F(y,z) = ^gij(y)(z\zl + z 2 z 2 ). La mime 
construction a partir d'une variete pseudo-riemannienne (telle que gij soit une metrique de 
Minkowski) donne une pseudo variete C-finslerienne. Enfin si, en plus du tenseur metrique gij, 
on se donne un tenseur antisymetrique uJij sur Af, on obtient une variete C-finslerienne avec 

F(y,z) = \ (gij{y){z[z{ + z l 2 z J 2 ) + uJ ij (y)(z{z J 2 - 44))- 

3 La transformee de Legendre 

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que F est deux fois differentiable sur TAf c \ (Af x {0}) 
et nous noterons, pour a,/3 = 1,2 et i,j = l,...,n, 

pp. p 

G%(y, Z ) = G°f(y,z) := 

3.1 Hypothese de Legendre 

Nous aurons besoin dans la suite, de supposer 

Hypothese de Legendre globale Pour tout y E Af et pour tout p = p 1 + ip 2 € T*Af' c , il 
existe un unique z = z\ + iz 2 € T y Af , tel que 

9F , \ .dF . . i . 2 

—j{y,z) + t— 1 {y,z)=p j +ip j . (10) 
oz\ oz 2 

Cette propriete peut etre montree localement, en utilisant le theoreme d'inversion locale, si l'on 
suppose ce qui suit: 

Hypothese de Legendre locale Pour tout a = a 1 + ia? € T*Af c , il existe un unique v = 
Vi + iv2 € T y Af c , tel que 

G«f(y,zy p = af. (11) 

Mais dans le cas des varietes C-finsleriennes, la condition d'ellipticite @ entraine l'hypothese 
de Legendre globale (|l~0|). En effet, cela implique que, pour tout y G Af fixe, la fonction z i — > 
F(y, z) est strictement convexe, puisqu'alors, pour tout v, w € T y Af c la derivee seconde de 
l{s) = F(y, (1 — s)v + xw) est l"{s) > c\w — v\ 2 . Done, pour tout p € T*AA C , une unique 
solution a (p!0[) est obtenue en minimisant z i — > F(y,z) — pfz l a . De plus, par homogeneite, 



F(y, 0) = j^-j(y, 0) = et done la convexite de F entraine F(y, z) > 0, Vy, z. 
3.2 Impulsions generalisees 

Nous notons 2§f : TAf c — > TW C l'application definie par 

dF dF dF 

2— — Ay z) := — r (y,z) +i — Ay.z). 
dz^ y ' ' dz{ dz{ 



Ses parties reelles et imaginaires sont les impulsions generalisees. Nous faisons ici l'hypothese de 
Legendre globale. Alors nous definissons tpi(y,p 1 ,p 2 ) := z\ et ^{y P 1 , P 2 ) '■= %2 comme etant 



les solutions de l'equation (10). Nous notons ^ : T*M C — ► TM l'application definie par 

*(y,p x + ip 2 ) := ip! {y,p x , p 2 ) + i%l) 2 {y,p l ,p 2 ). 
Done ^ est l'application inverse de 2^. 

Lemme 1 Les applications ^ et Vl/ satisfont les relations suivantes: 
V(y, z) G TM C , VA G C, 

^(^Az) = A— (y,z), (12) 

V(y,p) G TW C , VA G C, 

*(l/,Ap) = A*(y,p). (13) 



Preuve Montrons d'abord (12). Fixons A G C et derivons la relation (Q) par rapport a z 3 . II 
vient: 

A^=r(y,Az) = — — — = A -7-i{y,z). 

OZ J OZ J OZ J 

En simplifiant par A, cela donne (|i~2]). A present, puisque ^ est l'inverse de 2§, on a, notant 
z = ^(y,p), 

dF dF 
V(y, Xp) = A2— (y, z)) = V(y, 2—(y, Xz)) = Xz = \*(y,p), 
oz oz 

ce qui donne @. CQFD. 

4 Geometrie C-finslerienne 

La geometrie finslerienne est obtenue en definissant une fonction F sur le fibre tangent TM, a 
valeurs dans les reels positifs, qui est homogene de degre 1, e'est a dire F(y,Xv) = \X\F(y,v), 
pour tout (y, v) G TM et tout A G R. Elle consiste en une vision geometrique des problemes 
variationnels a une variable invariants par les diffeomorphismes de R (cf [Ch]). La geometrie 
C-finslerienne, que nous allons decrire plus bas, modelise de fagon geometrique les problemes 
variationnels a deux variables invariants par transformation conforme et se presente comme 
une version complexe de le geometrie finslerienne. Par exemple, une belle construction de la 
geometrie finslerienne consiste a defmir sur le fibre tangent TM un tenseur metrique (un produit 
scalane sur chaque T y M) gij(y,v) = ^(d 2 /dv l dv J )F 2 (y,v). Ce produit scalaire est homogene de 
degre zero, e'est a dire gij(y,Xv) = Xgij(y,v). Cela signifie qu'il est defini sur le fibre projectif 
tangent PTM. On fabrique ainsi une metrique sur chaque fibre du fibre PJ-\, dont la variete 
base est PTM et la fibre en un point (y, Rt>) est T y M. Dans ce qui suit, nous presentons une 
construction similaire en geometrie C-finslerienne. 



4.1 Tenseurs metriques 

Nous differentions la relation ( |l2| ) une fois de plus, par rapport aux variables z. Introduisons la 
notation 

d 1 / d d 



— % 

dz k 2 \dz\ dz\ 



et appliquons cet operateur a (f[^), II vient 

d 2 F d 2 F 
X Wdz^ {vAz) = X Wdz^^ Z) - 
En simplifiant par A et en identifiant les parties reelles et imaginaires, nous trouvons 

G)l(y, Xz) + Gf k (y, Xz) = G)\{y, z) + Gf k (y, z) 

(14) 

Gg(y, Xz) - Gf k (y, Xz) = G) 2 (y, z) - Gf k (y, z). 
Nous sommes ainsi conduits a poser 



9jk(y, z) = \ (Gf k {y, z) + Gf k (y, zj) 
u jk (y,z) = ±(Gf k (y,z)-Gf k (y,z 



(15) 



II est immediat que gjk est symetrique, u>jk est antisymetrique et que Ton a gjk(y, z)v^v k > c\v\ 2 . 
A partir de gjk et de Ujk, on peut former le tenseur hjk := gjk — i^jk, qui satisfait hkj = hjk, c'est 
a dire, qui est hermitien. Notons T le fibre image inverse de TM par la fibration TM C — > N. 
Nous avons obtenu le resultat suivant. 



Lemme 2 et definition Les tenseurs g et u> donnes par ( \lg^ ) definissent une "metrique her- 
mitienne" 

d 2 F 

hjk = 9jk ~ iujk = 2 _ sur T . 

ozwz k 

Cette metrique est homogene complexe de degre zero sur chaque T y J\f c . En d'autres termes, 
nous introduisons PTJV , le fibre dont la fibre en y est I'espace projectif complexe PT y N c (le 
quotient de TM par C). Nous notons PT le fibre image inverse de TM par la projection 
PTM C — ► M. Alors le tenseur h definit une metrique hermitienne sur PT . 

Nous allons a present voir qu'il existe des relations entre les "vitesses generalisees" z € T y M c , 
les impulsions generalisees p G T*M C et la metrique hermitienne g — iu) similaires a celles de la 
geometrie riemannienne. Repartons de @, que nous pouvons reecrire sous la forme 

1_ dF 

-jPjZ 3 = -Q-j(y, z ) zl = F (v, z )- ( 16 ) 

Derivons ( |l6|) par rapport a z k : 

d 2 F dF 

^KV^W = -7-r.{y,z)- 



dzidz k ' dz k 



Remarquant que d ^^k = ^(Sjfc + i^jk), nous en deduisons 



dF 

{g jk + iuj jk ){z{ +i4) = 2 g=k(y> z ) = CP* + *Pfc)- ( 17 ) 



(18) 



Enfin, utilisant ( |lq ) et fll7|), on obtient: 

*Xl/,*) = 5 (P* - iPk) {4 + i4) 

= \ (gjk - iujk) (y, z) (z{ - iz^j [z\ + iz$) 

= \ (g jh - iujjk) (y, z) [(4*1 + 44) + K44 - 44) 

= \ \9jk{y, z) [z[z\ + + u jk (y, z) [44 - 44 

Remarque 1 On a aussi F(y,z) = ^hj k (y, z)z J z k . 

II est maintenant possible de reformuler Taction d'une application u : S — ► N de la fagon 
suivante. Nous supposons que du(t) := \ (^f + ne s'annule nulle part. Nous definissons 
l'unique relevement Pu : £ — > PTJ\f c de u qui soit horizontal, c'est a dire: 

Vt G S, P«(t) = {u{t),Cdu(t)), (19) 
ou Cdu(t) est la droite complexe dans T u ^J\f c engendree par du(t). Alors 

Lemme 3 L 'action de u : £ — ► AA est ega/e a I'integrale 

£[u] = [ \g jk (Pu){d lU j d lU k + d 2 u j d 2 u k )dt l A dt 2 + \u jk {Pu)dv? A du fc . 
is 2 2 

Dans cette derniere formule, Paction apparait comme la somme d'une integrale de Dirichlet et 
d'une integrale J* s Pu*ui, ou u> = ^u>j k (y, Cz)dy J A dy k . Bien evidemment, II faut faire attention 
que tout cela n'est valable que lorsque la condition d'horizontalite ( |l9| ) sur Pu est verifiee. 

4.2 Equation d'Euler-Lagrange 

Ecrivons les equations verifiees par les points critiques dans notre formalisme. Nous partons de 



qui donne en developpant: 



d 2 F d 2 u k d 2 F du k dF , . 

+ : ~r\ TT-=0. 20) 



dz J a dz k dt a dtP dzidy k dt a dyi 

Pour interpreter cette relation, nous derivons les relations ( |l7| ) et (18) par rapport y. Pour (|T 
ou F(y,z) = T;h k i(y, z)z k z l , on obtient: 

dF 1 dh k i— i 

d~yl = YdyT ZZ - (21) 



dzidy k dy k 



relation qui entrane, notant z 



k du k _i_ ■ du k 



Q2p Q u k 

8zidy k dt a 



2Re 



(- 



d 2 F 



\dzidy k 



Re 



dh 



dy k 



a z i zk 



1 dhjl ,—r 1 dhu —r u 

3 -z l z k + ~^-z l z k 



2 dy k 



2 dy k 



Done, utilisant (|2l| ) et (|22|), on obtient 
d 2 F dy k dF 



dzldy k dt a dyi 



1 

2 
1 

2 
1 

+ 2 



%J3 + ?hiji z k _ 9/i «3J 
<9y fc <9y fe dyi 



dgji dg k j _ dg k i 

Qyk Qyl Qyj ^ 

dujji duj k j duji k 

Qyk Qyl Qyj 



[z\z\ + 3*4) 

( 2 fe 4 - z\z\). 



Nous en deduisons que l'equation (20) peut s'ecrire 



;.) — 44/ 



(22) 



(23) 



(24) 



ct 



r m — tJ m 
l m — 2 g 



dgji dg kj _ dg M 

Qyk Qyl Qyj 



ilk 



dujji duj kj duj ik 



Qyk Qyl ' Qyj 

Enfin, il est possible d'expliciter differemment le terme d'ordre 2 dans l'equation d'Euler- 
Lagrange, en introduisant les tenseurs symetriques dj k et bj k donnes par 

djk - ibjk := - - Gf k ) - - {G^\ + Gf k ) = 2- 

tels que 



dz 3 dz k ' 



(25) 



Gjk — 9jk + a jki Gj k — ujj k + bj k , Gj k — —LOjk + bjki Gjk ~ 9jk ~ a jk- 
En effet, on a alors 



& 2 



u 



a(3 

jk Q ta Q t (3 



Au m + g jm a jk (d'f - d 2 2 )u k + Ig^b^d^u 



ur- 



Donc l'equation d'Euler est dans ces notations 



Au^+^a^-dfK^^ = 0. (26) 

Cette equation serait identique l'equation d'une application harmonique valeurs dans M 
munie de la metrique gj k , en presence d'une forme ojj k , si les termes en aj k et bj k etaient nuls. 



Lemme 4 Les tenseurs ajk et bjk sont nuls si et seulement si F(y,z) = ^hjk(y)zi z k . 



Preuve D'apres (|25|), ajk = bjk = si et seulement si Q z jQ z k = 0. Comme F est reel, 
cette relation entraine aussi — F —r = et done necessairement F est de la forme F(y,z,~z) = 
J2™=iAj(y,z)zi + A (y,z) = YTj=i Bj(y,z)z j + B (y,z). De plus, F doit etre homogene de 
degre 2 en z 3 a , et done F(y, z) = ^rjjk(y)zi z k , ou rjjk est un tenseur hermitien. Les relations (|l5|) 
permettent alors de conclure que rjjk = hjk []. CQFD. 

5 Approches hamiltoniennes 

Dans le formalisme hamiltonien classique pour des problemes variationnels a une variable, lorsque 
l'liypothese de Legendre est satisfaite, on remplace les variables t 6 R et (y, z) G TM par 
t G R et (y,p) G T*Af. L'equivalence entre les deux systemes de coordonnees repose sur le 
fait que pi = j^~(y,z) est un diffeomorphisme entre TM et T*M. On definit l'hamiltonien sur 
R x T*M par H(t, y, y, z)) = ffr(t, Vi z ) z% ~ L(t, z, y). Alors H joue deux roles: d'une part, 
lorsque le probleme est independant du temps, il est une quantite conservee, d'autre part, il 
dicte la dynamique du probleme par les equations de Hamilton. On peut meme adopter une 
description plus symetrique en espace et en temps en considerant sur T* (R x M) l'hamiltonien 
H(t, y , y n ,Po,Pi, ■■■,Pn) = H(t,y,p) +po- Une fagon d'obtenir les equations de Hamilton est 
d'ecrire que la trajectoire j(t) = (t, y n (t),Po(t),Pi(t), ...,p n (t)) est un point critique de 

la fonctionnelle 



A = J Pi{t)dy l {t) - H(t,y(t),p(t))dt 

ou encore de 

A = / pidy 1 + podt, 



avec la contrainte H(t, y,po,p) = 0. Dans le cas de cette derniere formulation, e'est la contrainte 
qui dicte la dynamique. 

L'ideal serait de pouvoir faire de meme pour le calcul des variations a plusieurs variables. 
Malheureusement les choses ne marchent pas aussi bien. Des constructions partiellement sat- 
isfaisantes existent. Nous en presentons deux ici, la theorie de Weyl et celle de Caratheodory. 
Mais il y en a en realite une infinite (theories de de Donder, de Boerner...). De plus, les deux 
roles joues par l'hamiltonien pour les problemes a une variable sont en general repartis entre 
deux objets differents: un hamiltonien scalaire, dont le role est dynamique et un hamiltonien 
tensoriel (le tenseur energie-impulsion) , qui contient les quantites conservees. Dans la suite, nous 
exposerons les theories de Weyl et de Caratheodory de fagon succincte et axiomatique. Pour une 



1 Remarquons que, bien que et bjk soient non nuls en general, on a toujours (ajk — ibjk) — 0. En effet, 
en derivant (^) par rapport a z k , on obtient 

d 2 F , . , dF , . dF . , 
d'ou, en simplifiant d j k (y, z)z j — 0, qui donne cette relation d'aprs (E5h 



presentation plus approfondie et les liens avec la theorie d'Hamilton-Jacobi, nous recommandons 
de lire l'ouvrage de H. Rund [Ru] 0. 



5.1 Theorie de Weyl 

Nous avons juste besoin ici de la condition de Legendre globale. Comme nous l'avons vu au 
paragraphe 3.2, cela garantit l'existence d'une application inverse de z h- > jrj(y,z), que nous 

avons notee \£ = ipi + iif>2- Nous definissons alors l'hamiltonien de Weyl H : T*M C — > K par 

H(y,p) :=p?il&(y,p)-F(y,9(v,P))' (27) 

Un calcul direct donne 

dH 

g^(y,p) = ^ a (y,p) (28) 

et 

^■(y,p) = -^-(yMy,P)). (29) 

Nous remarquons qu'en substituant = j^y{y,z), avec 2 = ^(p) dans (p^) ; nous obtenons 

/ <9F \ OF 

H (y, — (y, z)j = — (y, z)z> a - F(y, z) = F(y, z), 

en vertu de ([/]). Et done 

H(y,p) = F(y,y(y,p)). (30) 

Grace a cette identite, nous deduisons immediatement de l'hypothese (g) et du Lemme 1 que 
V(y,p) G T*M C , VA £ C, H(y,Xp) = \X\ 2 H(y,p). 

Egalement, en utilisant les relations (|l7|) et dig)), on obtient que H(y,p) = \rf> k (y,p)pjPi t , ou 
rf k (y,p) est defini par r] : > k (y,p)hj t i(y, z) = 5j. 

De plus, le systeme d'equations d'Euler-Lagrange (j^i u idu)^ = §^l( u ^du) peut etre 

transforme en y ajoutant les relations (|28|), reliant |^ a p°-. En utilisant aussi (|29|), cela donne 
les equations de Hamilton generalisees, comme suit 

dv? dH 

~ dp^^ P) 

dp)_ dp[ _dH_ K ' 

Nous remarquons que les premieres relations entrainent aussi les relations de compatibilite 

^(l| (U ' P) )-^(l| (n ' P) ) =a 

De plus, pour un ouvert Q C C, (u,p) : Q — > TAf c est solution de (|3l|) si et seulement si 
son graphe T = {(t, u(t),p(t)) C 12 x T*Af c /t £ S7} est un point critique de 

2 voir egalement dans ce livre les references bibliographiques des auteurs suivants: E. T. Davies, A. Kawaguchi, 
A. Kawaguchi et Y. Katsurada, A. Kawaguchi et K. Tandai, L. Berwald 



J p)du j A dt 2 + pjdt 1 A du j - H(t, u,p)dt 1 A dt 2 . 
5.2 Theorie de Caratheodory-Rund 

Dans ce qui suit, nous reprenons et developpons le formalisme canonique construit par H. Rund 
[Ru], [Rul], dans le but d'interpreter les equations d'Hamilton-Jacobi de Caratheodory (voir le 
paragraphe 5.3). L'idee est d'utiliser comme variables d'impulsion des quantites e^j et 7r", pour 
a, (3 = 1, 2 et j = 1, re, telles que 



TTjZi + e{ 



*14 + 4 

•44 + 4 



F(y,z) +w 

et qu'il existe une matrice 2x2 inversible T, telle que 

OF 

vr = T— et e = wT — TH 



(32) 



(33) 



avec 



7T 



Ct 



dF 

dz 



4 

2 



7T 



7T,, 



7T„ 





Hi 



Hi 
Hi 



Ici, w est un parametre reel (qui n'apparait pas dans [Ru]), dont le role sera eclairci plus tard. 
Remarquons que si l'on note 



Z 



4 



\ 4 

on a H = Q^Z — Fl% et done ( ^2|) entraine que 



(dF \ 
T-^Z + wT-TH \ = det((F + w)T) = (F + w) 2 det T. 

Nous en deduisons que si F(y, z)|ro/0, 



(F(y,z) + w)detT = 1. (34) 

Reciproquement, il est immediat que pour tout T qui satisfait (|34]), si e et ir sont definis par 
), alors ( j32| ) est verifie. En excluant le cas z) + u> = 0, on en deduit qu'etant donne w, 



a tout on peut associer un couple (e,ir) satisfaisant (|32|) et (|33|) . Cette solution (e,7r) n'est 
pas unique, puisque Ton peut changer T en gT (ce qui revient a changer (e, n) en {ge,gir)), pour 
tout <7 E SL(2, R). Done, dans les variables (e,vr), l'ensemble des quantites "observables" ^ est 
invariant par le groupe de jauge SX(2,K). 

3 c'est a dire les fonctions de (y, z) 



5.2.1 Correspondance de Legendre-Caratheodory 



Nous allons verifier que Ton peut remplacer les variables (y, z, w) par (y, e, 7r). Dans ce qui suit, 
nous supposerons que F(y, z) + w / 0. Ce qui precede montre qu'etant donne z, w, Ton peut 
toujours trouver (e, tt) tels que ( |32|) et ( |33| ) aient lieu. La reciproque est un peu plus delicate. 
Commengons par caracteriser T en fonction de z, e et tt. 



Lemme 5 Si T est solution de pijj et (3S), alors 

TTZ + e 



det(7rZ + e)' 

ou, de fagon equivalente, T~ l est la comatrice de irZ + e, c'est d dire, 



T -i 



n 2 k 4 + 4 
-(*H + 4) 



-K4 + 4; 

njz{ + e\ 



pi P i 

r l r 2 

p2 p2 

r l ~2 



(35) 



Preuve A partir de la relation FI2 = ^f-Z — H, nous obtenons 



dF 

{F(y, z) + w)T = T—Z -TH + wT = irZ + e 

d'ou, utilisant (|34|), = irZ + e. Cela implique (detT) 
La relation (p5|) s'ensuit. CQFD. 



\-i 



det(-7rZ + e), done T 



■nZ+e 
dct(7rZ+e) " 



A present, pour trouver z en fonction de e et n, il suffit de resoudre (33) en y substituant T 
selon (p5|), c'est a dire resoudre le systeme 



et 



dF 

dz{ y s 



tt] Trlzl + el 

T? *k Z 2+4 



J 



dF 



Tt)z{ + ej 



7T; 



717 



#2(0,*) 
tf 2 (y,^) 



4 *k Z 2+4 



4 



*k z 2 + e| 



71^4 7T^4 + €2 



7I-V 

i 2 



^4 + el 



2^fc 



717 + e| 71"^ 



7r^| + 

^4 + 4 



, # 2 2 (^) 



ir)z{ + ej 



(36) 



(37) 



(38) 



Nous allons voir que, 

• sous des hypotheses generiques sur e et tt, le systeme (^|) admet une unique solution z 

• on peut verifier qu'alors z est automatiquement solution de (| 

• enfin, il existe un unique w tel que z et w soient solutions de (f 



Auparavant, nous remarquons sur (^6|), (|37|) et (|38|) que z et ic ne dependent que des coeffi- 
cients 



A 



.4 



v7,n+2 ■ = 



*J 4 
-J 4 



,.4 



n+l,fc 



7ri 



6i 7Ti, 



et A n+ i jn+ 2 



e l e 2 
f 1 f 2 



quantites invariantes par un changement de (e,7r) en (ge,g7r), pour 5 E <SX(2,]R). C'est pourquoi 
nous adopterons plutot ces notations {{Ajk)^. k<n+2 formant une matrice antisymetrique (n + 
2) x (n + 2)) et les equations (36), (|37|), (|3^ ) se reecrivent respectivement 



^j(y,z) = A jik z 2 + A J>+2 , ^-i-(y,z) = A jyk z{ + A n+ljk , 
az\ oz 2 

H l{y,z) = Aj !n+2 z J 2 , Hf(y,z) = A n+ltk z\ 



et 



n]z{+4 *M + 4 



F(y,z) 



(39) 
(40) 



Hl(y,z) = w - ^A n+1 , k z 2 +A n+1<n+2 ) , H^(y,z) = w - (A j>+2 ^ + A n+liTl+2 j . (41) 
Resolution de (|39|). Nous considerons la fonctionnelle 



ou 



z, A) := \J2 A jjk z{zl + ^ A,-, n+2 z{ + K+i,k4 + A n+1<n+2 - F(y, z). 
\j,k=i 3=1 k=i J 

Toute solution z de (|39|) est obtenue en fixant A := (Aj/k) 1<J - fc<n+2 et en extremisant z 1 — > 
W(y,z,A). En effet, il est immediat que l'equation d'Euler-Lagrange pour ce probleme varia- 
tionnel est exactement (^9|) . Tout consiste done a savoir si ce probleme variationnel a une unique 
solution ou non. En general, cela sera vrai pour A variant dans un domaine ouvert. Si tel est le 
cas, nous noterons 

Z : (y,e,n) ou (y,A) 1 — > z, 
l'application qui, a (y, A), associe la solution z de (|39|). 



Verification de (40). Si z = Z(y,A), il vient, en utilisant la definition de H et (p 



H l{y,z) = ^—Ay,z)z 3 2 = A j:k z 3 2 z 2 + Aj >n+2 z{ = A jtn+2 z J 2 , 
az\ 

qui coincide avec la premiere identite de (^). On verifie de meme l'identite pour Hf. 
Verification de ( |41| ) et determination de w. Nous choisissons 

w = W(y,Z(y,A),A). 



(42) 



En utilisant (|39|) et (^2|), nous avons, notant z = Z(y,A), 



dF 

H HV' z ) = TTT^ z )4 ~ F (V> z ) = A j,k44 + A jtn+2 z{ - F(y, z) 
oz\ 

A^ k z\z\ + Aj yn+2 z{ + A n+ i, k Z2 + A n+ i. n+2 - F(y, z)j - A n+1:k Z2 - A n+ i, n +2 



w — A n+ \^z 2 — A n+ i y7l+ 2 



ct 



dF 

Hl(y, z) = ^ (y, z)z\ - F{y, z) = A^ k z{z\ + A n+2>k z^ - F(y, z) 



A,^ k z{z\ + A jtn+2 z{ + A n+l)k z\ + A n+ i^ n+2 - F(y, z)j - A jtn+2 z{ - A n+1 ^ n+2 
= w - Aj, n+2 z{ - A n+ i, n+2 . 

Et nous obtenons ainsi ((H). 
5.2.2 Equations de Hamilton 

Supposant que l'equation ^-(y, z,e,ir) = a une unique solution z = Z(y, e, ir), nous definissons 
l'hamiltonien Ji par 

H : (y,e,vr) i — > W(y, Z(y, e, vr), e, vr). 

(?{(y,€,ir) est aussi egal a w, solution de (pi])). Remarquons que nous avons les relations 
suivantes 

&H. . dW , , . dW. . .dZ* 

Tr-j ■{y,e,TT) = -^-.{y,Z(y,e,7r),e,ir) + —j-(y,Z(y,e,ir),e,Tr) — — (y,e,vr) 

5yJ |£ ^ (43) 

et en notant 

(remarquer qu'alors VF(y, z, vr, e) = 7^(y, e, 7r) (n"jz{ + ef^ -F(y, z) = 7^(y, e, 7r) (vr^ + 

<9H dW dW dZ% 

■f^iv^^) = ^-s(y,Z(y,€,ir),e,iT) + —^{y,Z{y, e,7r),e,vr) — — (y,e,vr) 
a7F j a7r i ^ avr i (45) 

dW 

= Q^(y> Z (y>' n ',e),e,'n-) = (y, e, n)Z^(y, e, vr), 

dU dW dW dZ k 

7^(y,e,7r) = — (y,Z(y,e,vr),e,7r) + — T (y, Z(y, e, vr), e, vr) — -(y,e,vr) 

= JT^iyiZiy^i'*)^,'*) =vP(y,e,ir). 
ae /3 



A present, nous considerons la fonctionnelle suivante. A toute application (u, e, tt) definie sur 
un ouvert O de C, nous associons son graphe £ := {(t, u(t), e(i), ir(t))/t € $7} et nous posons 



Ah(u, e, 7r) = y (t^W + e^di") A + ejgd^) - W(u, e, vr)^ 1 A dt 2 

Ecrivons les equations satisfaites par les points critiques de cette fonctionnelle. Pour cela, 
nous noterons 



PHt) Hit) 
P?(t) Pi(t) 



Variations par rapport a u: 



Variations par rapport a tt: 



at' 



d P; 



dt a 



dU 
dyi' 



v)(t)™(t) + e\{t) 



(47) 



(48) 



Variations par rapport a e: 



En comparant fl45|) avec ( f49[ ) et 



Pi 



dv? dU 



dip dirf ' 



a 8ef 



avec (15(3), on obtient respectivement Va(y, e, ir)Zl(y, e, tt 



(49) 



(50) 



-P«7pr et Va(y, e,Tr) = P„. De ces deux equations, il vient aisement 



du k 
~dtF 



Z k a (u(t),e(t),n(t)). 



Cela entraine que PqTt^ = -M- • En reportant cela dans (p8| ) et en utilisant (|43|) , on retrouve que 

u est solution de l'equation d'Euler-Lagrange fl20|). 

Nous pouvons aussi ecrire que Paction est stationnaire sous l'effet de variations de t, vue 
comme variable independante (il faut penser A-u comme l'integrale d'une 2-forme sur une surface 
plongee dans l'espace des coordonnees (t, y, e, tt)). Par exemple, 

= SAniSt 1 ) = j 8t l d (e{(Tt)dv? + eldt a ) - e\(ir 2 k du k + e 2 3 dt?) + Udt^j . 
En calculant, on obtient 



A (H(u(t),e{t)Mtm-P^t)e}(t)) =0. 



(51) 



9H a 

Cette equation exprime la conservation du tenseur energie-impulsion = 0, en vertu de (|3q). 

Le systeme d'equations @, ©, @) et (f|) constitue un analogue des equations classiques 
de Hamilton, (t, y) etant les variables de temps et d'espace et (e, tt) celles d'energie et d'impulsion. 
Une forme differente est obtenue si, exploitant l'invariance par transformation de jauge, Ton 
choisit (e, ir) tels que 

— = 0. (52) 
dt a v ; 

Pour voir cela, notons <p a := ix^dv? + e^dt 13 et supposons que (j) 1 A <p 2 ^ 0. Alors, d'apres un 
theoreme de J. Moser [Mo] il existe des coordonnees sur Q qui trivialisent la forme symplectique 
(j) 1 A 4> 2 , c'est a dire deux fonctions J 1 ,/ 2 : f2 — > R telles que ^ Aiji 2 = (if 1 A df 2 . Soit 



5 : f2 — ► SX(2,R) l'unique fonction telle que d^j, 2 j=g^^2j- En remplagant (e, tt) par 

(e, fr) := (ge,gir), on obtient des variables decrivant le meme probleme lagrangien, mais telles 
que dcf) 1 = dcp 2 = 0, ce qui equivaut a (|52;). 

Dans un tel choix de coordonnees , les equations (fig), (pS|), (|50|) et ( |5l| ) donnent 

9 (pf (t)eZ(t) - W(u(t), e(t), Tr(t))^) (pP{t)^{t)) m 

d(P?{t)t~<) _ aw d(Pi(t)vP(t)) _ ^ 



(53) 



5.2.3 Formulation avec contrainte 

Le parametre w, introduit initialement pour construire la correspondance de Legendre-Caratheodory 
ne joue aucun role dans la dynamique. Nous pouvons imposer que w soit egal a une constante 
arbitraire C et restreindre la correspondance a {(y, z, C)/(y, z) G TJ\f c }. L'image de cette 
correspondance est alors Phypersurface 

H c :={(y,e,ir)/H(y,e,ir) =C}. 

Le probleme variationnel est alors simplement obtenu en travaillant dans l'ensemble des surfaces 
S = {(t, u(t), e(t), it{t))/t 6 plongees dans Q x Ti avec la fonctionnelle 



A(u, e, tt) = J (rfdv? + e 1 dt a ) A (n 2 k du k + ejd^ 



Les points critiques de A sous la contrainte Sc!]x H satisfont aux equations suivantes (avec 
la notation (f47|)) 

a(£f(*)eZ(*)) _ a(^(t)7T?(t)) _ dn 

dtP ~°' dtJ (54) 

r a \ b ) Q .fl P a ,„ ) Q: \ L ) a.R P • 



ou /i est le multiplicateur de Lagrange associe a la contrainte. En utilisant ([4gj et fl46|), on en 
deduit 



et 



du 3 



(55) 



(56) 



En substituant (^) dans (|55|) , on obtient Pa^fp = PaZ^iu, e, 7r), d'ou Ton tire = Z^(u, e, ir). 



(57) 



En reportant dans fl5q), on conclut que \l = 1. Le systeme ( pi| ) conduit done a 



dtp 



o, 



.0u»(t) _ on 



aK, dt? de"' a{> dtP dnf 



dU 

cV 



5.2.4 Proprietes du hamiltonien pour un probleme invariant par transformation 
conforme 

Nous notons A := {Ai,k)\<jk<n- ^ es ^ P ossl ble de reecrire la fonctionnelle W sous la forme 
W(y, z, A) = - % -A jk z j z k + A j>n+2 4 + A n+hk z§ + A n+ i, n+2 - F(y, z). 



Done, les equations fl39|), a resoudre pour trouver z en fonction de y et de A, sont equivalentes 
a la relation suivante 



dW 



dF i -? k 1 , . . . s. 

~W ~ 2 j 2 ( j > n+2 + lAn + x ^ = °- 



(58) 



En multipliant cette equation par z°\ en sommant et en utilisant (13), nous obtenons 



-F(y,z) - ^A jk zh k + \ [A j>n+2 z{ + A n+1 



,j Z 2 



dF_ 



+ 



■^■n+l,j z \ ^-j,n+2 z 2 



i 1 

-A jk z j z k + -(A i>n+2 + a„ + ij)z j = 0. 



On en conclut que 



A n+1J z{ - A jtn+2 z J 2 = 
et en reportant dans Pexpression precedente de W(y, z, A), 

1 



H{y,A) = - [Aj ]n+2 z{ +A n+ i t jZ° 2 j + A n+1 , n+2 . 



(59) 



(60) 



Nous pouvons deduire du Lemme 1 et de ([5^) que, Aj k etant donne, z est une fonction 
homogene complexe de degre 1 de Aj^ n+2 + iA n +i t j, id est (notant Z = Z\ + iZ 2 ) 



Z(y,A, X(A jtn+2 + iA n+1J )) = XZ(y, A, A j>n+2 + iA n+1J ), 



pour tout A G C; ( |60|) entraine alors que 7i(y, z, A) = TC(y, A, A;>+2 + ^n+ij) + ^4n+i,n+2, ou 
H est tel que 

H(y, A, \{A jtn+2 + iA n+1J )) = \\\ 2 H(y, A, A j>n+2 + iA n+1J ). 
Dans les variables (e,vr), cela signifie que 

H(y, A(e? + ief),7r) = |A| 2 ft(y, e? + ie£, tt). 

5.2.5 Le cas hermitien 

A titre d'exemple, nous examinons ce qui se passe lorsque F(y,z) = ^hj k (y)z^ z k , ou hj k (y) = 
9jk(y) — i^jk(y) est un tenseur metrique hermitien. Etudions d'abord la correspondance de 
Legendre-Caratheodory. Nous avons alors l'expression suivante pour W 



1 r 



9jk 



W(y,z,A) 



Alors les equations (p9h sont equivalentes a 



Ujk — Ajk J Z^Z + Aj tn+2 z{ + A n +\ )k z\ + A n+ i tn+2 . 



dW 



-- [h jk + iA jk ^j z k + ^ (A, >+2 + iA n+X j) 



0. 



Et le probleme est done de trouver z, solution de 

h* k z k = A i>n+2 + iA n+ltj , (61) 
avec h* k := hj k + Cette equation a une unique solution si et seulement si deth* k ^ 0. 

Remarque 2 // est possible d'ecrire tout le systeme $3{\), (0j sous une forme condensee, 

de la maniere suivante. Nous notons 



Ci := 



/ 4 \ 



pn+2 



4, 2 





n+2 



V 1 



Alors W(y,z,A) = -i 2 -Aj k ( J ( k - F(y,z) et $3$), est equivalent a 

G( = 0, 



Oil 



G := 



/i 
iul 2 - *ff 



+iA 



( Mi 
ft* 

^n+1,1 



ft* 
n ln 



h* 

' "nn 

iA n +i tn 

iA n+ 2, n 



iA hn 



+i 



2^4n,n+l 

-il 2 + iA n+2! n+i 



iA 



l,n+2 



n+2 



-iT x + iA n+ i >n+ 2 
w-Hl 



lei, hj k et A sont donnes et z, w et H sont les inconnues. 



Dans cette situation, nous pouvons expliciter d'avantage H: notant K ? l'inverse de h* 
h + iA, c'est a dire tel que 



nous deduisons de 



K jk (h kl + iA kl )=df, 



z j = K j } (A k)n+2 + iA n+ x ik ) , 



et en reportant dans ( |60| ) (exploitant (|59|)), 



H(y,A) = ^(A j,n+2 — iA n+ lj) (A k)Tl+ 2 + iA n+ i )k ) + A n+ i tn+ 2. 



2 A 



(62) 



5.2.6 Une generalisation 

On peut introduire, a la place des variables e, 7r, une famille de variables = et = 

Kj a , ou J = 1, ...,N, pour un certain entier N. On remplace alors la definition precedente de 
W par 



N 



W(y,z,e^,7r^):=Y, 



J=i 



2 



^k Z - 



7T 



zi + e 



7T 



'zS + e 



,(•7)1 
: 2 

(J)2 



A y fixe, les variables (2;, w) sont liees aux variables (e^ J \ tt^) de fagon telle que z soit la solution 
Z(y,e( J ),vr( J )) de f^(y, z, e( J ), ir^) = et io = Z(y, e( J \ 7r( J )), e^ J \ t:^). L'analyse 

de cette correspondance de Legendre-Caratheodory est identique a ce qui precede, il suffit de 
prendre comme nouvelle definition de (Aj k ) l<: j k<n+2 - 



N 



A j,k ■■= 

J=l 

N 



(J)l 
k 

(J)2 



J=l 



(J)2 



N 



, A^ n+2 :- 



J=i 



7T 



(J)l fj)l 



(J)2 (J)2 



7T 



7T 



ft 

(J)2 



A/ 



.7 



et ^4 n+ i jn+ 2 :— 



J=i 



= 1 e 2 

(J)2 (J)2 
= 1 e 2 



II ressort de l'analyse faite que generiquement, a tout (e^ ,tt^ j '), correspond un unique (z,w). 
De plus, Z(y, e^ J \ir^) est maintenant une fonction invariante par le groupe des transformations 
symplectiques de M 2N , preservant la 2-forme dx^ 1 A dx^ 2 + ... + dx^ 1 A dx^ 2 . On definit 
ainsi H{y,^ J \^) = W(y, Z(y, e^, ir^), e^, ir^). 

Les solutions du probleme variationnel initial peuvent etre obtenues comme suit. Nous as- 
socions a chaque application (u, e^ J \ ir^) son graphe £ := {(t, u(t), (t), -K^- J \t))/t € f2} et 
nous utilisons l'un des deux problemes variationnels suivants 



N 



A n (u, e« tt^) = ! J2 (^ J)1 du> + e^ l dt a )^[ J)2 du k + ef 2 dt?) -H(u, tt« e^d^Adt 2 
^ s j=i 

ou bien 



N 



^ j=i 



avec la contrainte 7i(y, e^ J \ 7r^) = C. Notant 

/ pWi p(J)i \ ( A-mdu* , JJ)2 ( U)idu k \ 

y P (j)2 pern j-y_ {7r (j ) 2^ +ei j ) 2 ) ^)i^ +e p y 

on obtient, pour les points critique de A sous la contrainte Ti(y,e( J \ 7r( J )) = C, le systeme 
d'equations d'Euler-Lagrange suivant 




= ^> W*)^m aw 



(63) 



analogue aux equations de Hamilton. 

II semble interessant d'essayer de comprendre les proprietes de ce genre de probleme. On 
peut observer que dans le cas ou N = 1, qui correspond au cas oil A est de rang deux, a 
une valeur (y, z, w) est associee, via la correspondance de Legendre-Carathedodory, une famille 
{(y,ge,gTr)/g € 5L(2,R), mais dans le cas oil N > 1, A peut etre de n'importe quel rang, 
compris entre 2 et 2N et, une meme valeur (y, z, w) correspond a plusieurs families de valeurs de 
(eW,7P*^), selon le rang de A. Cela rappelle une situation bien connue en mecanique quantique: 
l'espace des etats en mecanique quantique est plus gros que l'espace des etats de la mecanique 
classique et autorise la superpositions d'etats quantiques purs. 

5.3 Equations d'Hamilton-Jacobi 

Historiquement, la demarche de Caratheodory fut de construire une generalisation de l'equation 
d'Hamilton-Jacobi pour les problemes variationnels a plusieurs variables, ce qui l'a amene assez 
naturellement a definir l'hamiltonien Ti.. Plus tard H. Rund a ecrit un systeme d'equations 
canoniques associees a cet hamiltonien. C'est pourquoi, il me semble interessant de rappeler les 
equations d'Hamilton-Jacobi pour les differentes theories que nous avons rencontrees. 

Considerons d'abord un probleme variationnel a une variable. Soit I un intervalle de R, U 
un ouvert de R n et L : I X U x R n — > R un lagrangien satisfaisant la condition de Legendre. 
Nous cherchons une fonction S : I x U — * R, telle que V(i, y,z) € I x U x R n , 

dS dS 
L(t,y,z)>^-(t,y)z3 + —(t,y), (64) 

avec egalite pour un certain z = ij)(t,y): 

dS dS 
L(t,y,il>(t,y)) = ^-(t,y)^(t,y) + —(t,y). (65) 

ip est appele champ de Mayer En particulier, pour tout (t,y) € / x U fixe, ifi(t, y) est un 
4 noter que pour toute application u : I — vU, ■§^(t,u(i))^(t) + |f(t,«(t)) = a? (S(t,u(t))) 



minimum de z i — > L(t, y, z) — 4^(t, y)z^ + ff-(i, y), ce qui entraine 



dy 



dL dS 

— (t,y,i;(t,y)) = —(t, y ). (66) 



Cette relation a la consequence que 

t,y,—(t,y)J =^(t,y,i>(t,y))f>(t,y)-L(t,y,4>(t,y)). (67) 
Maintenant, en substituant (|66|) dans (|65|), on obtient 

L(t,y,i/>(t,y)) = —(t,y,i>(t,y)W{t,y) + —(t,y). 



Cette derniere relation signifie exactement, grace a (J67j) que S est solution de 

/ OS . A dS . . 
# {t>V,Q^{t,v)j +-^(t,y) = 0, (68) 

l'equation d'Hamilton-Jacobi. 

Une equation analogue pour la theorie de Weyl s'obtient comme suit. Nous partons de 
L:!!x[/x M mn (f2 C M m , U C R n ) satisfaisant la condition de Legendre et nous cherchons 
S:UxU — ► R n tel que, V(i, y, 2) G ft x £7 x R mn , 



L(t,y,z)>— I (t,y)zi + -—(t,y), (69) 



95°, N , dS a 

avec egalite pour un certain z = ip(t, y). Par le meme raisonnement, on trouve comme condition 
necessaire et sumsante sur S: 

H[t,y, w (t,y)j+—(t,y) = 0. (70) 

Enfin, la theorie de Carathedory correspond au probleme suivant: trouver S : £1 x U — ► W 1 
tel que, V(t, y, z) 6 ft x U x M mn , 

{ dS a dS a \ 

L(t, y, z) > det f -^-(t, y)zj + -^(t, y)\ , (71) 

avec egalite pour z = tp(t,y). On constate alors que 7r° = ^-j(t,y), = -^-(t,y) forment 
une solution de (g§), @ et (||) avec z = ip(t,y) et w = 0. Cette derniere condition tt; = se 
transcrit en l'equation d'Hamilton-Jacobi 

/ dS a , s dS a . A , . 

On peut envisager une generalisation sur des families de iV fonctions S 1 ^ : x U — ► HL n , pour 
J = 1, iV, a partir du formalisme propose en 5.2.6. 
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